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Diferensial tanliklorin Eyler vo Runge-kutta tisulu il taqribi
hallinin miiqayisali tohlili

Sima Pasayeva

Xiilasa. Maqalado diferensial tonliklorin geyri-kvadratur halli, yani, adadi tisulla halli ilo kvadratura
ila hallinin miigayisali tohlili verilmisdir. Baxilan problemda verilmis diferensial tanliyin Eyler va
Runge-Kutta iisullart vasitasilo toqribi halli ilo va bu tonliyin daqiq hallindon alinmig noaticalor
miiqayisa edilmisdir. Qoyulmus masalonin halli ham analitik, hom da cadval va qrafiki sokilda
verilmigdir. Naticalarin taohlili gostorir ki, masalonin Eyler tisulu ila hallinda daqiqlik Runge-Kutta
adadi tisulu ila hallinin daqiqliyindan nisbaton ¢oxdur. Bu masalonin adadi visulla hallinda verilmis
parcanin korrekt bolgiisii va bu bolgiido addimlarin secilmasinin daqiqliyi izah olunur. Har bir daqiq
secilmis addimda diiz xatlorin kasigsma noqtalori vo bu noqtolorda inteqral ayrisino ¢okilmis
toxunanlarim bucaq amsallart tapimisdwr ki, bu da uygun funksiya artimi va inteqral ayrisinin
istonilon noqtasinda toxunanmnin istigamatinin meydanin istigamati ilo tist-tisto diigdiiyiinii gostorir.
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Comparative Analysis of Approximate Solutions of
Differential Equations Using Euler and Runge-kutta Methods

Sima Pashayeva

Abstract. The article presents a comparative analysis of non-quadratic solutions of differential
equations, that is, numerical solutions and quadrature solutions. In the problem under consideration,
the results obtained from an approximate solution of a given differential equation using the Euler and
Runge-Kutta methods were compared with the results obtained from an exact solution of this
equation. The solution to the problem is presented in analytical, tabular and graphical form. The
analysis of the results shows that the accuracy of the solution of the problem using the Euler method
is relatively higher than the accuracy of the solution using the Runge-Kutta numerical method. This
explains the correct division of a given segment in the numerical solution of the problem and the
accuracy of the choice of steps in this division.

178


https://doi.org/10.36719/2789-6919/58/
mailto:sima.pashayeva73@gmal.com
https://orcid.org/0009-0004-1462-7872
https://orcid.org/0009-0004-1462-7872

S. Pasayeva

At each precisely chosen step, the intersection points of the lines and the angular coefficients of the
tangents drawn to the integral curve at these points were found, which shows that the direction of the
tangent at any point of the corresponding increment of the function and the integral curve coincides
with the direction field.

Keywords: Leonard Euler method, Runge-Kutta method, integral curve, increment ratio, integral
curve, broken line scheme
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Giris

Diferensial tonliklorin qurulmasi vo holl edilmasi vo naticolorin tohlili elm vo texnikanin miixtalif
saholori li¢lin, o climlodan, fizika, kimya, biologiya, tibb elmi, iqtisadiyyat, textika vo harbi i5do nozari
vo totbiqi ohomiyyat kasb edir. Doqiq hoallin tapilmasit metodlart molum olmadiqda diferensial
tonliklorin hallini toqribi vo ya oadadi iisullarla tapmaq olur. Bu mogsadlo diferensial tonliklorin
inteqrallanmasi tigiin mévcud olan Leonard Eyler vo Runge-Kutta toqribi hesablama iisullarindan vo
daqiq holdon alinmis naticalor miiqayiso edilmisdir.

Tadgiqat

Mbasalonin goyulusu va halli. Daqiq hallinin tapilmas1 miimkiin olmayan diferensial tonliklorin toqribi
vo ya adadi hall iisullarindan daha doqiq va tistiin olaninin se¢ilmasindo alinan qiymatlorin miigayisoli
tohlili zoruridir. Bu mogsadlo verilmis birtortibli diferensial tonliyin Leonard Eyler vo Runge-Kutta
toqribi hesablama iisullarinin tatbiginden vo daqiq holdon alinmis naticalori miiqayise edilmisdir.
ogor

V'=f(xy) (1)

birtortibli diferensial tonliyinin[x,,b] par¢asinda

Yo = Y(x,) )
baslangic sortlorini 6doyon hoallini toqribi metodla tapmaq tolob olunursa, onda diferensial tonliyin
y(x)halli elementar funksiyalar vo ya onlarin inteqrali vasitesilo ifado olunan miisyyan{y, (x)}

ardicilligmin limiti olaraq tapilir vo kifayot qodor bdyiik » ododlori {igiin y, (x) funksiyas: hollin
toqribi qiymotlori olur (ipatova vo b., 2012) : y(x) = y, (x). Bu halda hall cadval soklina gatirilir. Hor
hans1 o oblastinda toyin olunmus va onun biitlin ndqtslorinds sonlu qiymaotlor alan £(x, y) funksiyasi
ticilin (1) birtartibli diferensial tonliyinin inteqral ayrisi tizorinda yerlogon har bir (x, y) € o noqtasindos
oyriys ¢okilmis toxunanin bucaq omsali 3’ va ya f(x, y) oldugundan

k=t1ga = f(x,y) 3)

olur. Bu baximdan y = ¢(x)inteqral ayrisinin kifayat qadar kigik hissosinin toxunanini sabit hesab

edorok bu kosilmaz ayrini siniq xatle ovaz etmak olar. Bu iss yekunda birtartibli diferensial tonliyin
sag torofi olan kesilmoz f(x,y) ii¢lin (2) baslangic sortini 6dayan y = y(x) inteqral ayrisinin tapil-
masina gatirilir. Malumdur ki, diferensial tonliyi hall etmok hondasi olaraq els ayri tapmaq demokdir
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ki, bu ayrinin istonilon ndqtosinds ayriys toxunanin istigamati uygun néqtodo meydanin istiqgamati ilo
ist-listo diigsiin. Diferensial tonliklorin inteqrallanmasi {i¢iin Eyler adodi metodunun asas prinsipi
verilmis diferensial tonlikdo toromani artimlar nisbati ilo ovoz etmokdir (Astasova, 2012).

Tutaq ki,
Yy = y(xk), Ay, =y, =y, k=0,1,2,....n
. V(X)) = (%)
= (X 0), Pt Z Ve = f(x, ) voya —H——8 = f(x,, y,)
Ax Ker1 — Xk
Hesablamanin 4 = b=x addimini vo bolgliniin x, =a<x, <x,<..<x, =b sortini qobul edak.
n

[x,,b] pargasint x,,x, = x, +h,x, = x, + 2h,.. =x, +(n—1)h, x, = x, + nh = b noqtalori vasitosi

n 1

n barabar hissoye bolmakls toqribi qumatlarln ifadasi tapilir (Petrovskiy, 2015):

y(‘xkﬂ)h_ y(x,) =f(x020)s Vi =V S (s 00h,

yl :yO +f(x0’y0)h’ y2 zyl +f(‘x15yl)h EARRS ] yn :yn—l +f(xn—1’yn—1)h'

Eyler hesablama iisuluna asaslanaraq y(1) = 0,5 baslangic sorti vo x €[1;10], n =10 bdlgiisii iizra
verilmis

V=

><|‘<

(1+1ny lnx) “4)

diferensial tonliyinin y,,y,,...,»,, toqribi qiymatlori tapilmisdir.

V=Y + (X y)h =y, +&(1 + m&} =0, 0.5 [1 +In O’SJ -0,9 = 0,638083768
X, X, 1 1
v, =y, + £ (x,,¥,)h = 0,638083768 + W(l + mwj 0,9 =0,610536807

2 5

V= 3y + £ (s vy) - h = 0,610536807 + 0,610536807 (1+h1 0,610536807

)0,9 =0,507894121

2 3

I+In 0,9=0,386104736

Vi=y+ f(x;,»;)-h=0,507894121 + 0’507894121 [

0, 507894121j

Ys=y,+ f(x,,»,)-h=0,386104736 +

0 386104736 [ n? 386104736 -0,9 = 0,274475761

2744 1 2744 1
Ve =Vs+ f(x5,y5)-h=0,274475761 + 0,27447576 ( O 7447576

1+ J 0,9=0,184753309

0, 184753309 0 184753309

V. =Ye+ (x4, 1) h=0,184753309 + 1+

-0,9=0,118631006

Yo=Y, + f(x,,¥,)-h=0,118631006 +

0,118631006 ( O 118631006 :0.9 = 0,073004375
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Yo =ys + f(xg,¥5) - h=0,073004375 +

0,073004375 (1 + 1n &073004375 j 0.920,043186244

2 2

Vo= 3+ £ Goyy)-h= 0043186244 + 2043186244 (l+h1 0,043186244

J -0,9 =0,024604499

b B

Eyler ododi metodunun komoyi ilo hesablanmis y,,ys, ¥, V,, Vs, Vo, Ve qlymotlori codveldo

verilmigdir. Eyler metodu oyaniliyine vo sado hondasi menasma goéra shomiyyaetlidir. Eyler siniq
xotlor sxemi birtortibli doqiqliyi olan Runge-Kutta sxemidir (Vlasenko, 2000). Runge-Kutta sxeminin
komayi ilo  toqribi giymatlorini tapmagq iti¢lin avvalco, adadlori asagidaki qaydada hesablanaraq
funksiya artimi vo toqribi qiymati tapilir (Mammadov, 1998):

k= f0.5) ks k, =f(xo +§;yo+%).h,

k, :f(xo +§;y0 +k_2z)h, k,=f(xo+h;y,+ky)-h,

Ay:é(kl+2k2+2k3+k4)-h, VRV, tAY.

(4) diferensial tonliyinin gostorilon )y, );,...,),, toqribi qiymotlori Runge-Kutta dsullu ilo

hesablanmigdir. Hesablamalar y(1)=0,5 baslangic sorti vo xe[1;10], n=10 bdlgiisiino asason
yering yetirilmisdir. Verilmis birtortibli diferensial tonliyin Runge-Kutta sxemi vasitosilo gdstorilon

qaydada ovvalco k, k), k;, k, odadlori, bunlarin kémayi ilo iso ), »..., Vyy toqribi qiymotlori tapilir
(Pasayeva, 2026).

k= f(x,,,) :{&(lﬂn&ﬂ-h =[0,5 (1+1n0,5)]-0,9=0,138084

Xo Xo

h k 0,9
k, = =yt —= [-h=fl1+—;
) f(xo 5% 2) f( 5

=[0,392443-(1+1n 0,392443)]-0,9 = 0,022829
ks = f(x +§;J’o "‘%)h = f[1,45; 054—@)

=1[0,352699(1 + In 0,352699)]- 0,9 = —0,013376
ky=f(x,+hyy, +ky)-h=f(1+0,9;0,5-0,01338)-0,9 =
= £(1,9; 0,48662)-0,9 =[0,25612 - (1+In 0,25612)]- 0,9 = —0,08347

0,5+

0,138084)0’9 _

0,9 =

Ay = [é (0,138084 + 0,045658 —0,026752 — 0,08347)} -0,9=0,012253

¥, %y, + Ay =0,5+0,012253 = 0,512253
2 =0,512253 , x =x,+h=19

k, =f(x1,y1)-h=&{1+ln&j~h:
X X

_ {0,512253 (1 oy 0:512253

b

H -0,9=-0,075412

b
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k, = f(x, +g; ¥, +%)-h = £(2, 35; 0,47455)-0,9 = —0,10901

k= f(x +§; y, + %) h= £(2,35;0,45775)-0,9 = —0,11147

k,=f(x,+hy +k)-h=f(19+0,9;0,512253-0,11147)-0,9 =
= 1(2,8;0,40078)-0,9 =—0,121598

Ay = [é (ky + 2k, + 2k, + k4)} +h=-0,106238

Vv, =y, +Ay=0,512253-0,106238 = 0,406016

Verilmis masolonin sortino osaslanaraq hesablamalar bu qayda ilo davam etdilir. )j,.., Vjy qiymatlori
uygun olaraq bu sxeminin komoyi ilo vo gostorilon ardicilhiqla ovvalcs, k,k,,k;,k, odadlori

hesablanaraq onlara uygun Ay funksiya artimi miisyyon edilir, daha sonra y, (k=3,10) toqribi
giymaotlori tapilir (Elsqols, 2020).

0,288448, 0,192486, 0,121615, 0,075856, 0,04638, 0,027876, 0,016583, 0,009769.

Bu sxemlor miixtalifliyi ilo forglonir. Runqe-Kutta tisulu diferensial tonliyin yiiksok dodiqliklo adoadi
holli baximmindan ohomiyyatlidir (Rutkas, 2003). Runge-Kutta tisulunun Olgii tortibi artdigca
masalonin halli bir o gadar catinloasir va doqiqlik az da olsa artir. Belo ki, biitiin istifads olunan yiiksok
tortibli (mosalon besinci tortib) iisullar doqigliys minds bir artim vers bilir. Ona goro do ododi
tisullardan istifado edorkon, sado iisuldan istifado etmoklo verilmis parcani daha kicik hissoaloro
bolmak vo ya daha miirokkab metodlardan istifads edorak bu parcanin bolgii ndqtslarinds funksiyanin
hesablanmasi arasinda homiso se¢cim etmok maslohat goriilir (Aminov, 2022). Verilmis pargalarin
miiayyan hissasi elo boliinmalidir ki, bu bolgili ndqtalori daha diizgiin natice versin. Bu, imumiyyatlo,
verilmis masalonin qoyulusundan asilidir. Ona gora do dordiincii tortibdon yiiksok Runge-Kutta
tisulundan ¢ox istifade edilmir vo biitlin bolgiilor ailosindon yalniz dordiincii tortibli iisuldan istifado
olunur (Lukin va b., 2021).

Toqribi hesablanmis naticalori doqiq hallo miiqayise etmok moqsadils verilmis diferensial tonliyin
daqiq halli tapilmisdir (Flippov, 2000.). Bels ki, (1), (2) masalosinin {imiimi vo xiisusi halli, yoni

V= %(l +Iny-Inx ) diferensial tonliyinin y(1)=0,5 baslangic sortini ddoyon kvadratura ilo halli

y':Z(l—l—anj’ dy:Z(l‘Fh’ledxa th’ y =1ix, dy:tdx+xdt,
X X X X X

tdx + xdt = t(1+ Int)dx, xdt =t tdx, %z a
tint X

ln|1nt|=]n|x|+]nc, Int=xc, t=e"

soklindodir. Beloliklo, ¥ =Xe"verilmis diferensial tonliyin tmiimi holli, y=xe " isa
y(1) = 0,5 baslangic sortini 6doyen xiisiisi hollidir. Burada 0,5=1-¢°, ¢=mn0,5~-0,69315.

Yekunda x e [1;1 O] ,n=10, h= % =0,9 bolgilisii nozars alinaraq uygun y, =y(x,)=0,5

qiymatlori hesablanib miiqayisa edilir.
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¥, =19¢ 102050009, y, =2.8e 19 25-0,402044
v, =3,7e 3720284702, y, = 4,6e " 4= 0,18968
ys =55 P13 =0121534,  y, =6,4e P %'=0,075786,
y, =73 77 =0,046324, y, =8,2e P52 =0,02789 ,
Yy =9,le "1 =0,016583, y,, =10e > ° =0,009766

Belaliklo, hesablanmis V4, Vs, Vs V75 Vs» Vs Vio qiymatlori codvaldo gostorilmisdir.

Molumdur ki, diferensial tonliyi hall etmoak hondasi olaraq els oayri tapmaq demakir ki, bu ayrinin
istonilon ndqtesinds toxunaninin istigamoti uygun néqtodo meydanin istigamati ilo iist-iisto diigsiin
(Veysova, 2024). Inteqral ayrisinin har bir A/ (x, ) ndqtesindoki ayriys toxunan iigiin (3) sortinin
O0donmosini osas gotiirarak

N Xg Yk yk(E) yk(R_K)
0 1 0,5 0,5 0,5

1 19 0,50909 0,638083768 0,512253
2 2,8 0,402044 0,610536807 0,406016
3 3,7 0,284702 0,507894121 0,288448
4 4,6 0,18968 0,386104736 0,192486
5 55 0,121534 0,274475761 0121615
6 6,4 0,075786 0,184753309 0,075856
7 7,3 0,046324 0,118631006 0,04638
8 8,2 0,02789 0,073004375 0,027876
9 9,1 0,016583 0,043186244 0,016583
10 10 0,009766 0,024604499 0,009769

toqribi holli quraq. M, = M (x,,y,) ndqtesinds inteqral oyrisino toxunanin bucaq omsalinin

k= f(x,,¥0) oldugunu N9Zord alaraq
h
Y=y, =k(x—x,) vo x=Xx,+ ) diiz xatlorinin kosismo ¥ ‘
yl ................. eemeessesieenrainnare st aas R :\/ll
. . h k, . Y=y N,
noqtesini, yoni N x, +5; Yo +E noqtesini  tapiriq. N, y
noqtesindo  inteqral oyrisino toxunanin bucaq omsali ﬁ.f;_,—::f;'/“"":": ‘77\;1 o 7hJ
k,=f (xo +§; Vo +%) oldugundan M (x,,y,) ndqtesindon | 2 ; v
'x() \_0+]1 xl

x=x,+ h diiz xatti ilo kasismoya gqodor bucaq amsali &, olan
2

y=y,=k(x-x,) diiz xottini kegirib N{xo + g 3 Vo + %j noqtosini tapiriq. N, noqtesinde inteqral

oyrisino toxunanin bucaq omsali k, = f (xo + g; Yo +%) olacaq. Bels ki, M(x,,y,) ndqtesindon

x=x,+h diiz xotti ilo kosismoys qodor bucaq omsali i, olan V=), = k3 (x— XO) diiz xottini
kegirib N, (x0 +h;y, + k3) noqtosini tapiriq. n, ndqtesindas oyriys toxunanin k, = f(x, +h;y, +k;)
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bucaq omsalin1 tapaq. Mosolonin toqribi  holli olan siniq xott parcasinin istigamoti

k=Ay=é(k1+2kz+2ks+k4)'h vo M(x,,y,) noqtesinden x=x,+h diz xatti iloM, =M (x,,y,)

noqtosindo kosismoyos qodor y—y, =k(x—x,) diiz xottini kegirilir. Burada y,=y,+k=y,+Ay

hallin X, =X, +h ndqtesindo taqribi qiymotidir.
Natica

Runge-Kutta adodi metodlarinin komayi ilo verilmis diferensial tonliyin toqribi halli tapilmis vo
hesablamalarin naticalorini miiqayise etmok moqgsadilo bu diferensial tonliyin toqribi vo doqiq
hallindon alinan hesablama naticalori hom analitik, hom do cadval saklinds gostorilmisdir. Miiqayisali
tohlil onu gostorir ki, Eyler vo doqiq haldon alinan naticolor forqinin orta qiymati tigiin faiz doyigsmasi
togriban 1,1%, Runge-Kutta ododi metodundan vo doqiq halden alinan naticalor forqinin orta qiymati

iso 0,1% olmusdur. Inteqral ayrisinin har bir ndqtosinds baslangicda verilmis ayriys toxunanin bucaq

omsalina asason tapilmis Runge-Kutta omsallar1 hor bir # addiminda diiz xatlorin kasisma noqtalorini
vo bu noqtolordo inteqral oyrisino toxunanlarin bucaq omsallarinin tapilmasina asas vermisdir.
Gostorilmisdir ki, toxunanlarin tapilmis bucaq omsallarina uygun Ay funksiya artimi vo tonliyin

¥, (k=3,10) inteqral ayrisinin istonilon ndqtasinds toxunaninin istigamoti uygun ndqtads meydanin

istigamati ilo tst-iisto diisiir ki, bu da klassik nazariyyays uygundur. Daqiq hallin tapilmasi malum
olmadiqda diferensial tonliklorin inteqrallanmasi tigiin 6z hondosi goriinilisiine vo alqoritmik
sadoliyino goro Eyler metodunun totbiqi, doqiqliyine géro Runge-Kutta tisulu shomiyyatlidir.
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